
代数 0 R1 班 作业 2

2022 年 4 月 7 日

1 基础题

本部分题必做.

题 1. 计算矩阵乘法:

1.


1 4 7 9

−3 3 8 0

1 0 0 0



5 6 7

9 −2 0

11 −1 −3

1 0 0

 ;

2.


X 1 0

X2 +X 2 0

0 X X − 1



−1 X −X

8 −X − 2 −2

0 0 1

 .

3.
[

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]
(θ, φ ∈ R).

4.
[
0 −1

1 1

]6
. (为什么?)

题 2. 计算如下矩阵的逆矩阵:

1.


1 a z

0 1 b

0 0 1

 ;

2.
[
a b

c d

]
, ad− bc ̸= 0;
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3.


17 8 3

2 3 1

0 8 2

 . 利用你计算的结果解方程


17 8 3

2 3 1

0 8 2



x

y

z

 =


18

36

0

 .

题 3. 求下述 n 阶矩阵的逆:
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1 + an


(其中 ai ̸= 0.)
提示: 有时解线性方程组比求逆矩阵更容易.

题 4. 设矩阵 A,B 的行数相等. 证明: 存在矩阵 X 使得 AX = B 当且仅当
rank(A) = rank((A,B)). (其中 (A,B) 表示将两个矩阵拼接得到的矩阵.)

题 5. 对于 n 阶方阵 A,B,C, 证明

rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC)− rank(B).

提示: 对如下分块矩阵作行 (列) 变换.(
B 0

0 ABC

)
.

题 6. 设 A 是二阶矩阵, 若有 n > 2, 使 An = O, 求证: A2 = O.

题 7. 设 A 为 n 阶实反对称阵, 即 AT = −A, 证明: In −A 是可逆的.

题 8. 证明: 与所有 n 阶方阵均可交换的 n 阶方阵必为纯量方阵, 即形如
λI, λ ∈ C.

题 9. 设有 n 个矩阵 A(1), · · · , A(n)(注意, 此处上标不是乘方), 其大小未知,
但满足乘积 P = A(1)A(2) · · ·A(n) 有意义. 记 A(k) 的第 i 行第 j 个元素为
a
(k)
ij , P 的第 i 行第 j 个元素为 pij. 请用 a

(k)
ij 表示 pij.

提示: 答案并不复杂. n = 2 时的答案为

pij =
∑
k

a
(1)
ik a

(2)
kj .
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题 10. 设 G = (V,E) 是一个图, 顶点集 V = {1, 2, · · · , n}. n 阶矩阵 A 是
G 的邻接矩阵, 即 A 的元素 aij 等于顶点 i, j 之间边的数量.
证明 Ak 的第 i 行第 j 个元素等于 i, j 之间长度为 k 的道路的数量.

(所谓 i, j 之间长度为 k 的道路, 是指 V 的一列元素 i = v0, v1, · · · , vk = j

和 E 的一列元素 e1, · · · , ek, 满足 eh 的顶点为 vh−1, vh.)
提示: 使用问题 9的结果.

题 11. 1. 求下图 G 中从顶点 1 到顶点 2 的长度为 8 的道路的数量.

2. 证明对任意正整数 n, G 中从顶点 2 到顶点 3 的长度为 n 的道路的数
量是完全平方数.

1

2

3

4

题 12. 回顾第一次课里介绍的 Google 的 PageRank 算法. 对任意一个有向
图 N , 其对应的线性方程组是否一定有非零解?
提示: 这个方程可以表示为 Ax = 0, A 是某个方阵. 考虑 AT 以及方程

AT y = 0.

2 思考题

本部分题选做, 不计成绩.

题 13. 课上我们研究过 G(m,n) 的分解中 Ri 的个数, 记为 bi, 验证 bi =

bm(n−m)−i.

题 14. 不用矩阵, 而是用线性空间的观点证明问题 5.

题 15. 你能对非方形的矩阵定义逆吗? (可参考 Penrose 伪逆.)

题 16. 考虑 M ∈ GLn(C[X,X−1]). 证明, 存在 P ∈ GLn(C[X]) 及 Q ∈
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GLn(C[X−1]) 使得

QMP =


Xk1 0 · · · 0

0 Xk2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Xkn


其中 k1, k2, · · · , kn ∈ Z 及 k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn.
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