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题 1. 计算下列行列式:

1. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 0 5

3 2 −2 1

−2 1 3 −1

2 3 −6 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

y z x 1

z x y 1
z+x
2

x+y
2

y+z
2

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0

1 3 2 · · · 0

0 1 3 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

4. 因式分解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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5. Vandermonde 行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

X1 X2 · · · Xn

...
... . . . ...

Xn−1
1 Xn−1

2 · · · Xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn

s2 s3 s4 · · · sn+1

...
...

... . . . ...
sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中 sk = Xk

1 +Xk
2 + · · ·Xk

n.

7. 在复数域 C 上, 将关于 n 个变量 a1, a2, · · · , an 的多项式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

...
...

... . . . ...
a2 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
分解为不可约因子乘积.

8. det(A∗), 其中 A∗ 是方阵 A 的伴随.

9. (n+ 1)× (n+ 2) 的矩阵

A = (aij) =

((
j − 1

i− 1

))
, 1 ≤ i ≤ n+ 1, 1 ≤ j ≤ n+ 2,

Ak 为 A 去掉第 k 列得到的矩阵, 计算 det(Ak).

题 2. 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 证明

det(Im +AB) = det(In +BA).

题 3. Mn(R) 是实数域上的 n 阶方阵的集合. Φ : Mn(R) → R 是一个映射,
满足以下条件
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(a) Φ(AB) = Φ(A)Φ(B), ∀A,B ∈ Mn(R);

(b) 对任意上三角矩阵 A ∈ Mn(R),Φ(A) 等于 A 的主对角线元素之积;

(c) 对任意下三角矩阵 A ∈ Mn(R),Φ(A) 等于 A 的主对角线元素之积.

1. 证明: Φ(A) = |A|, ∀A ∈ Mn(R).

2. 如果 Φ 只满足条件 (a) 和 (b), 结论是否成立? 请证明.

题 4. 考虑一串线性映射

· · · dn+1−−−→ Vn
dn−→ Vn−1

dn−1−−−→ Vn−2
dn−2−−−→ · · ·

其中 Vk 都是有限维 R-向量空间, 并且对任何 k ∈ Z, dk−1 ◦ dk = 0.

• 记 Zk = ker dk, Bk = im dk+1, 证明 Bk 是 Zk 的子空间, 由此定义商
空间 Hk = Zk/Bk.

• 设 {fn : Vn → Vn}n∈Z 是一串线性映射, 满足对任何 n, dn ◦ fn =

fn−1 ◦ dn, 则 fn(Zn) ⊂ Zn, fn(Bn) ⊂ Bn.

• 利用商空间的性质说明, fn 诱导了线性映射 fn∗ : Hn → Hn, 使得如下
图表交换:

Zn Zn

Hn Hn

fn

πn πn

fn∗

其中 πn : Zn → Hn = Zn/Bn 是商空间的投影映射.

• (Hopf 迹公式) 设对某个 N ∈ Z+, 当 |n| > N 时, Vn = 0. 证明∑
n∈Z

(−1)n tr(fn : Vn → Vn) =
∑
n∈Z

(−1)n tr(fn∗ : Hn → Hn).

注意这里操作的实际上是有限和, 不涉及级数收敛问题.

• 假设所有的 fn 都可逆，且对某个 N ∈ Z+, 当 |n| > N 时, Vn = 0. 请
证明

Πn∈Z(det(fn : Vn → Vn))
(−1)n = Πn∈Z(det(fn∗ : Hn → Hn))

(−1)n .

注意这里零维向量空间的线性变换的 det 定义为 1, 以上操作的实际
上是有限乘积, 不涉及级数收敛问题.
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题 5. 记 w = e−
2πi
N . 证明矩阵

W =
1√
N



1 1 1 1 · · · 1

1 ω ω2 ω3 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(N−1)

1 ω3 ω6 ω9 · · · ω3(N−1)

...
...

...
... . . . ...

1 ωN−1 ω2(N−1) ω3(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)


可逆, 并求 W−1.
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